
XVIII Ìåæäóíàðîäíàÿ Æàóòûêîâñêàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå. Âòîðîé äåíü. Ðåøåíèÿ çàäà÷

�4. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû AB, à I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè.
Òî÷êà A1 ñèììåòðè÷íà òî÷êå A îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BI, à òî÷êà B1 ñèììåòðè÷íà òî÷êå B îòíîñè-
òåëüíî ïðÿìîé AI. Ïóñòü N � ñåðåäèíà îòðåçêà A1B1. Äîêàæèòå, ÷òî IN > IM .

Ïåðâîå ðåøåíèå. Èç ñèììåòðèè ïîëó÷àåì IA1 = IA è IB1 = IB. Ïîýòîìó

4(IN2 − IM2) =
∣∣−−→IA1 +

−−→
IB1

∣∣2 − ∣∣−→IA+
−→
IB

∣∣2
=

(
IA2

1 + IB2
1 + 2IA1 · IB1 · cos∠A1IB1

)
−
(
IA2 + IB2 + 2IA · IB · cos∠AIB

)
= 2IA · IB · (cos∠A1IB1 − cos∠AIB).

Çíà÷èò, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî cos∠A1IB1 > cos∠AIB.
Çàìåòèì, ÷òî ϕ = ∠AIB = 90◦+∠ACB/2 > 90◦. Èç ñèììåòðèè èìååì ∠A1IB = ∠AIB = ∠AIB1 =

= ϕ. Ïîýòîìó, åñëè ϕ ≤ 120◦, òî

∠A1IB1 = 360◦ − (∠A1IB + ∠AIB + ∠AIB1) = 360◦ − 3ϕ ∈ [0◦, ϕ),

ïîñêîëüêó ϕ > 90◦. Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.
Åñëè æå ϕ > 120◦, òî

∠A1IB1 = (∠A1IB + ∠AIB + ∠AIB1)− 360◦ = 3ϕ− 360◦ ∈ (0◦, ϕ),

ïîñêîëüêó ϕ < 180◦; îòñþäà îïÿòü æå-òàêè ñëåäóåò òðåáóåìîå.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

NNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNN

A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1

B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

Âòîðîå ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî óãîë AIB òóïîé, òàê êàê
∠AIB = 90◦+∠ACB/2. Ïîíÿòíî, ÷òî A1 ëåæèò íà ïðÿìîé BC,
à B1 �íà ïðÿìîé AC. Ïóñòü D è E � ñåðåäèíû îñíîâàíèé BB1

è AA1 ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ BAB1 è ABA1 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà ∠ADB = ∠AEB = 90◦, òî åñòü AE è BD�
âûñîòû òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà AIB. Ïîýòîìó òî÷êè I è
M ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé DE. Êðîìå òîãî, òî÷êè A,
B, D è E ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì M .

Èç ñâîéñòâà ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà èìååì DN =
= BA1/2 = BA/2 = DM , òî åñòü DN = DM = AB/2. Àíàëî-
ãè÷íî ïîëó÷èì EN = EM = AB/2. Ñëåäîâàòåëüíî, MDNE �
ðîìá, â êîòîðîì ïðÿìàÿ DE ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêó-
ëÿðîì îòðåçêà MN . Ïîñêîëüêó I è M ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó
îò ïðÿìîé DE, ïîëó÷àåì IM < IN . Ïîñëåäíåå íå ñëîæíî äî-
êàçàòü. Ïîëóïëîñêîñòü îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà DE, â êîòîðîé ëåæèò M � ýòî
ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, êîòîðûå áëèæå êM , ÷åì ê N . Ïîñêîëüêó I ëåæèò â ýòîé ïîëóïëîñêîñòè,
òî IM < IN .



�5. Äàí ìíîãî÷ëåí f(x) ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåíè âûøå 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

f(n+ 1) + · · ·+ f(n+ k)

ñ íàòóðàëüíûìè n è k.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ñòàðøèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà f(x) ðàâåí axm. Ïðè a < 0 ñðåäè çíà÷åíèé f(x) â

öåëûõ òî÷êàõ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ, ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà f(n+ 1) + · · ·+ f(n+ k)
îãðàíè÷åíà è ïðèíèìàåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé. Ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ
ñëó÷àåì a > 0. Â ýòîì ñëó÷àå f(x) ïðèíèìàåò ïðè íàòóðàëüíûõ x ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî îòðèöà-
òåëüíûõ çíà÷åíèé, è ñóùåñòâóåò d òàêîå, ÷òî f(x + 1) + f(x + 2) + · · · + f(x + d) âñåãäà áîëüøå
0.

Ëåììà. Åñëè P (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíèm ñ ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, òî P (x) >
> bxm ïðè íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì b è âñåõ x, áîëüøèõ íåêîòîðîãî C.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè r � ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà P , òî ïðè ëþáîì b < r ìíîãî÷ëåí
P (x)−bxm èìååò ïîëîæèòåëüíûé ñòàðøèé êîýôôèöèåíò è ïîýòîìó ïîëîæèòåëåí ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ x.

Ìíîãî÷ëåí f(x
2
− 1) èìååò, êàê è f(x), ñòåïåíü m, ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü ïîëîæèòåëüíîå b òàê,

÷òîáû ïðè âñåõ x > C âûïîëíÿëèñü îáà íåðàâåíñòâà f(x) > bxm, f(x
2
− 1) > bxm.

Ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî M è îöåíèì êîëè÷åñòâî ïàð (n, k), äëÿ êîòîðûõ f(n+1)+
+ · · ·+ f(n+ k) ≤ M .

Åñëè n >
√

M
b
(ìû âçÿëè M òàêèì, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü áûëà áîëüøå C), òî êàæäîå ñëàãàåìîå â

ñóììå áîëüøå, ÷åì bnm ≥ bn2 > M , ïîýòîìó ñóììà áîëüøå M .

Åñëè k > 3

√
2M
b
(ìû âçÿëèM òàêèì, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü áûëà áîëüøå 2d), òî õîòÿ áû k/2 èç ÷èñåë

n+1, . . . , n+ k íå ìåíüøå k/2− 1, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå íå ìåíüøå bkm ≥ bk2,
à ñóììà ýòèõ ñëàãàåìûõ íå ìåíüøå k

2
× bk2 = bk3

2
> M . Ñóììà îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ ïîëîæèòåëüíà

(òàê êàê k > 2d), è âñÿ ñóììà ñíîâà áîëüøå M .
Òàêèì îáðàçîì, ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (n, k), äëÿ êîòîðûõ f(n+1)+· · ·+f(n+k) ≤ M , íå áîëüøå

3

√
2
b
·
√

1
b
·M5/6, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõM ìåíüøå, ÷åìM/2. Ìû âèäèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íå ìåíåå

M/2 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áåç òðåáóåìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, è M ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì.



�6. Ñóùåñòâóþò ëè äâå îãðàíè÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, a2, . . . è b1, b2, . . . òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ
íàòóðàëüíûõ m > n âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç äâóõ óñëîâèé

|am − an| >
1√
n

èëè |bm − bn| >
1√
n
?

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an) è (bn) ñóùåñòâóþò. Äëÿ íàãëÿäíîñòè
ïàðó äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (x, y) áóäåì íàçûâàòü òî÷êîé íà äåêðàòîâîé ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè
(x, y). Äëÿ íàòóðàëüíîãî n ÷åðåç An îáîçíà÷èì òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (an, bn). Ïåðåôîðìóëèðóåì
óñëîâèå çàäà÷è: äëÿ ëþáîãî n â êâàäðàò {(x, y) : |x − an| ≤ 1√

n
, |y − bn| ≤ 1√

n
} íå ïîïàäàþò òî÷êè

Am ïðè m ̸= n.
Òîãäà ñîïîñòàâèì êàæäîé òî÷êå An êâàäðàò {(x, y) : |x−an| ≤ 1

2
√
n
, |y−bn| ≤ 1

2
√
n
}, êîòîðûé áóäåì

íàçûâàòü ëè÷íûì êâàäðàòîì òî÷êè An. Èç ïåðåôîðìóëèðîâàííîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ëè÷íûå
êâàäðàòû òî÷åê An è Am íå ïåðåñåêàþòñÿ (åñòåñòâåííî, ïðè m ̸= n).

Ïóñòü ìîäóëè ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (an) è (bn) îãðàíè÷åíû êîíñòàíòîé C. Òîãäà âñå ëè÷íûå

êâàäðàòû òî÷åê An ëåæàò â êâàäðàòå {(x, y) : |x| ≤ C + 1
2 , |y| ≤ C + 1

2}, òî åñòü â êâàäðàòå ñ

ïëîùàäüþ (2C + 1)2. Íî ëè÷íûå êâàäðàòû íå ïåðåñåêàþòñÿ, è ïëîùàäü ñîîòâåòñòâóþùåãî òî÷êå An

ðàâíà 1
n . Çàìåòèì, ÷òî ðÿä 1+ 1

2 +
1
3 + · · · ðàñõîäèòñÿ, òî åñòü íàéäåòñÿ åãî êîíå÷íûé îòðåçîê, ñóììà

êîòîðîãî áîëüøå ÷åì, â ÷àñòíîñòè, (2C+1)2, ÷òî íåâîçìîæíî åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ëè÷íûå êâàäðàòû
ëåæàò âíóòðè êâàäðàòà ñ ïëîùàäüþ (2C +1)2 è íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (an) è (bn) ñ òðåáóåìûì ñâîéñòâîì íå ñóùåñòâóåò.


