
XVIII Ìåæäóíàðîäíàÿ Æàóòûêîâñêàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå. Ïåðâûé äåíü. Ðåøåíèÿ çàäà÷

�1. Íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû P (x), Q(x) è R(x) ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè óäîâëåòâîðÿþò
òîæäåñòâàì

P (x) +Q(x) +R(x) = P (Q(x)) +Q(R(x)) +R(P (x)) = 0.

Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíè âñåõ òð¼õ ìíîãî÷ëåíîâ ÷¼òíû.

Ðåøåíèå. Ïóñòü n � íàèáîëüøàÿ èç ñòåïåíåé äàííûõ òð¼õ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïóñòü a, b è c � êîýô-
ôèöèåíòû ïðè xn â ìíîãî÷ëåíàõ P (x), Q(x) è R(x) ñîîòâåòñòâåííî (íåêîòîðûå èç ýòèõ ÷èñåë ìîãóò
áûòü íóëÿìè).

Êîýôôèöèåíòû ïðè xn â ìíîãî÷ëåíå P (x)+Q(x)+R(x) è ïðè xn2
â ìíîãî÷ëåíå P (Q(x))+Q(R(x))+

+R(P (x)) ðàâíû íóëþ, òî åñòü

a+ b+ c = 0 è abn + bcn + can = 0. (∗)

Äàëåå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî ýòèìè ðàâåíñòâàìè.
Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî õîòÿ áû äâà èç ÷èñåë a, b, c íåíóëåâûå. Åñëè òðåòüå (ñêàæåì,

c) ðàâíî íóëþ, òî âòîðîå ðàâåíñòâî âûøå íåâåðíî. Ïîýòîìó âñå òðè ìíîãî÷ëåíà èìåþò ñòåïåíü n, è
íàäî äîêàçàòü, ÷òî n ÷¼òíî.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷èñëà a è b îäíîãî çíàêà. Äîìíîæàÿ, åñëè
íàäî, âñå òðè ÷èñëà íà −1 (÷òî íå ìåíÿåò ðàâåíñòâ (∗)), áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a, b > 0 è c = −(a+b) < 0.
Òîãäà 0 < a, b < |c|, è ÷èñëà bcn è can îòðèöàòåëüíû. Íî â ýòîì ñëó÷àå

|bcn + can| > |bcn| = |c| · b · |c|n−1 > a · b · bn−1 = abn,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìó ðàâåíñòâó â (∗).
Èòàê, âñå òðè ñòåïåíè ðàâíû ÷¼òíîìó ÷èñëó n.

Êðèòåðèè. Áàëëû çà ðàçíûå ÷àñòè ñêëàäûâàþòñÿ!

×àñòü 1: degP = degQ = degR.
Äîêàçàíî, ÷òî âñå òðè ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíû � 2 áàëëà.

Äîêàçàíî ëèøü, ÷òî äâå íàèáîëüøèõ ñòåïåíè ðàâíû � 0 áàëëîâ.

×àñòü 2; âñå ñòåïåíè ÷¼òíû.
Äîêàçàíî ëèøü, ÷òî íàèáîëüøàÿ èç ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ P , Q, R ÷¼òíà � 5 áàëëîâ.

Âûïèñàíà ëèøü ñèñòåìà (∗) áåç äàëüíåéøèõ ñîäåðæàòåëüíûõ ïðîäâèæåíèé � 1 áàëë âìåñòî 5.



. . . . . . . . . . . .

�2. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíî 10-ýòàæíîå 2-äåðåâî: îòìå÷åíà âåðøèíà A1, îíà
ñîåäèíåíà îòðåçêàìè ñ äâóìÿ âåðøèíàìè B1 è B2, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîåäè-
íåíà îòðåçêàìè ñ äâóìÿ èç ÷åòûðåõ âåðøèí C1, C2, C3, C4 (êàæäàÿ èç âåðøèí
Ci ñîåäèíåíà ðîâíî ñ îäíîé âåðøèíîé Bj); è òàê äàëåå âïëîòü äî 512 âåðøèí
J1, . . . , J512. Êàæäàÿ âåðøèíà J1, . . . , J512 ïîêðàøåíà â îäèí èç äâóõ öâåòîâ:
ãîëóáîé èëè çîëîòîé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè f ìíîæå-
ñòâà âåðøèí íàðèñîâàííîãî äåðåâà, òàêèå ÷òî (i) åñëè âåðøèíû X è Y áûëè ñîåäèíåíû îòðåçêîì, òî
âåðøèíû f(X) è f(Y ) òàêæå ñîåäèíåíû îòðåçêîì, è (ii) åñëè âåðøèíà X áûëà ïîêðàøåíà â êàêîé-òî
öâåò, òî âåðøèíà f(X) ïîêðàøåíà â òîò æå öâåò. Äëÿ êàêîãî ìàêñèìàëüíîãî M çàâåäîìî íàéäóòñÿ
õîòÿ áû M ðàçëè÷íûõ ðàññìàòðèâàåìûõ ïåðåñòàíîâîê?

Îòâåò: 22
7
.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà, ââåäåì óäîáíóþ òåðìèíîëîãèþ. Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ 10-
ýòàæíîãî 2-äåðåâà (ñ ïîêðàøåííûìè â äâà öâåòà ëèñòüÿìè), äàííîìó â óñëîâèè çàäà÷è, ìîæíî îïðå-
äåëèòü k-ýòàæíîå 2-äåðåâî äëÿ 1 ⩽ k. Äëÿ óäîáñòâà ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå îòðåçêè ìåæäó
âåðøèíàìè äåðåâà îðèåíòèðîâàíû îò ìåíüøåé áóêâû ê áîëüøåé. Íîìåð áóêâû, êîòîðîé ïîìå÷åíà
âåðøèíà äåðåâà, áóäåì íàçûâàòü ýòàæîì äàííîé âåðøèíû (òàê, A1 � åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà ïåðâîãî
ýòàæà, B1, B2 � âåðøèíû âòîðîãî, è ò.ä.), òàêæå áóäåì ãîâîðèòü î ìíîæåñòâå âåðøèí, äîñòóïíûõ èç

âåðøèíû X � âåðøèíàõ, â êîòîðûå ìîæíî ïðèéòè èç X, èäÿ ïî ñòðåëêàì.
Ïóñòü íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíû äâà k-ýòàæíûõ 2-äåðåâà ñ ïîêðàøåííûìè ëèñòüÿìè. Áèåêöèþ f

èç ìíîæåñòâà âåðøèí ïåðâîãî äåðåâà â ìíîæåñòâî âåðøèí âòîðîãî äåðåâà áóäåì íàçûâàòü èçîìîð-

ôèçìîì äåðåâüåâ, åñëè âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ: âî-ïåðâûõ, åñëè âåðøèíû X è Y áûëè ñîåäèíåíû
îòðåçêîì â ïåðâîì äåðåâå, òî âåðøèíû f(X) è f(Y ) ñîåäèíåíû îòðåçêîì âî âòîðîì äåðåâå, âî-âòîðûõ,
è åñëè âåðøèíà X áûëà ïîêðàøåíà â êàêîé-òî öâåò â ïåðâîì äåðåâå, òî âåðøèíà f(X) ïîêðàøåíà â
òîò æå öâåò âî âòîðîì äåðåâå. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà â êà÷åñòâå ïåðâîãî è âòîðîãî äåðåâà âçÿòî
îäíî è òî æå äåðåâî, áèåêöèþ f áóäåì íàçûâàòü àâòîìîðôèçìîì äåðåâà. ×åðåç χ(k) îáîçíà÷èì ìèíè-
ìàëüíîå êîëè÷åñòâî àâòîìîðôèçìîâ ó k-ýòàæíîãî 2-äåðåâà ñ ïîêðàøåííûìè ëèñòüÿìè (ãäå ìèíèìóì
áåðåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì ïîêðàñêàì). Íà ââåäåííîì ÿçûêå â çàäà÷å òðåáóåòñÿ íàéòè χ(10).

Íà÷íåì ñ ïî÷òè î÷åâèäíîé ëåììû:

Ëåììà 1. Èçîìîðôèçì äåðåâüåâ ñîõðàíÿåò ýòàæ âåðøèíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçîìîðôèçì f íå óìåíüøàåò ñòåïåíü âåðøèíû. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîé âåð-
øèíû X âñå åå ñîñåäè ïåðåõîäÿò â ñîñåäåé âåðøèíû f(X), çíà÷èò ó f(X) ñîñåäåé íå ìåíüøå, ÷åì
áûëî ó X. Òîãäà ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå ñòåïåíü íå ìîæåò è óâåëè÷èâàòüñÿ. Çíà÷èò, âåðøèíû ïîñëåä-
íåãî ýòàæà ïåðåõîäÿò â âåðøèíû ïîñëåäíåãî ýòàæà, ïîñêîëüêó òîëüêî ýòè âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü
1. Çíà÷èò, âåðøèíû ïðåäïîñëåäíåãî ýòàæà ïåðåõîäÿò â âåðøèíû ïðåäïîñëåäíåãî, ïîñêîëüêó äîëæíû
îñòàòüñÿ ñîñåäÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí ñ ïîñëåäíåãî ýòàæà. È òàê äàëåå.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ïðèñòóïèòü ê ñîáñòâåííî ðåøåíèþ çàäà÷è.
Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî îöåíêó ñíèçó, ïî èíäóêöèè.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïðè ëþáîì k ⩾ 2 âûïîëíÿåòñÿ χ(k) ⩾ (χ(k − 1))2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ k-ýòàæíîãî äåðåâà ïîäãðàô íà âåðøèíàõ, äîñòóïíûõ èç B1 (âêëþ÷àÿ ñàìó
B1) ÿâëÿåòñÿ k − 1-ýòàæíûì äåðåâîì. Çíà÷èò, åñòü õîòÿ áû χ(k − 1) ðàçëè÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ
ýòîãî ïîäãðàôà. Âûáåðåì îäèí èç íèõ, îáîçíà÷èì åãî g. Àíàëîãè÷íî äëÿ ïîäãðàôà íà âåðøèíàõ,
äîñòóïíûõ èç B2 âûáåðåì àâòîìîðôèçì h, ýòî òîæå ìîæíî ñäåëàòü õîòÿ áû χ(k−1) ñïîñîáàìè. Òåïåðü
ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå âåðøèí k-ýòàæíîãî äåðåâà: âåðøèíû ïîääåðåâà B1 îòîáðàçèì
ñ ïîìîùüþ g, âåðøèíû ïîääåðåâà B2 � ñ ïîìîùüþ h, A îòîáðàçèì â ñåáÿ. Î÷åâèäíî, ìû ïîëó÷èëè
àâòîìîðôèçì: äëÿ X = A óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, ïîòîìó ÷òî B1 è B2 ïåðåøëè â ñåáÿ (ïî ëåììå î
ñîõðàíåíèè ýòàæà), äëÿ X â îäíîì èç äâóõ k− 1-ýòàæíûõ ïîääåðåâüåâ óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, ïîòîìó
÷òî g è h áûëè àâòîìîðôèçìàìè. Èòàê, óïîðÿäî÷åííîé ïàðå (g, h) ìû ñîïîñòàâèëè àâòîìîðôèçì f ,
ïðèòîì ðàçíûì ïàðàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå f , à òàêèõ ïàð ìèíèìóì (χ(k − 1))2.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ k ⩾ 3 âûïîëíÿåòñÿ χ(k) ⩾ 22
k−3

.



Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ÿâíûì îáðàçîì äëÿ k = 3, äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé k Ïðåäëîæåíèå 1
äàåò â òî÷íîñòè øàã èíäóêöèè. Ðàññìîòðèì 3-ýòàæíîå 2-äåðåâî. Åñëè äëÿ õîòÿ áû îäíîé èç âåðøèí
B1, B2 äâå ñîåäèíåííûå ñ íåé âåðøèíû C ïîêðàøåíû â îäèí öâåò � òî ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì, ïåðå-
ñòàâëÿþùèé èõ è îñòàâëÿþùèé âñå îñòàëüíûå âåðøèíû íà ìåñòå, òî åñòü àâòîìîðôèçìîâ ìèíèìóì 2
(åùå îäèí òîæäåñòâåííûé). Åñëè äëÿ îáåèõ âåðøèí B1, B2 ñðåäè ñîåäèíåííûõ ñ íèìè âåðøèí C åñòü
îäíà ãîëóáàÿ è îäíà çîëîòàÿ � åñòü àâòîìîðôèçì, ìåíÿþùèé ìåñòàìè B1 è B2, è èç ïîä÷èíåííûì
èì âåðøèí C ïåðåâîäÿùèé ãîëóáóþ â ãîëóáóþ, à çîëîòóþ â çîëîòóþ � èòîãî îïÿòü æå ìèíèìóì åñòü
äâà àâòîìîðôèçìà ñ ó÷åòîì òîæäåñòâåííîãî.

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî îöåíêó ñíèçó, áåç èíäóêöèè.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî 3-ýòàæíîãî äåðåâà, âåðøèíû êîòîðîãî ïîêðàøåíû â äâà öâåòà (íàïîì-
íèì, ó 3-ýòàæíîãî äåðåâà 4 âèñÿ÷èå âåðøèíû) ñóùåñòâóåò õîòÿ áû äâà àâòîìîðôèçìà, ñîõðàíÿþùèå
ðàñêðàñêó. Òîãäà çàìåòèì, ÷òî ó n-ýòàæíîãî äåðåâà ïðè n ⩾ 3 åñòü 2n−3 âåðøèí n − 2-ãî óðîâíÿ,
èç êàæäîé èç êîòîðûé äîñòóïíî ïî ñòðåëêàì 3-ýòàæíîå äåðåâî. Òîãäà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü àâòî-
ìîðôèçìû, îñòàâëÿþùèå íà ìåñòå âñå âåðøèíû óðîâíÿ n − 3 è ìåíüøèõ, è êàê-òî ïåðåñòàâëÿþùèå
âåðøèíû êàæäîãî èç ýòèõ 3-ýòàæíûõ äåðåâüåâ. Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî èç òàêèõ äåðåâüåâ åñòü õîòÿ
áû äâà àâòîìîðôèçìà, à òàêèõ ïîääåðåâüåâ 2n−3 � âñåãî ïîñòðîåíî ìèíèìóì 22

n−3
àâòîìîðôèçìîâ.

Îñòàëîñü ïî èíäóêöèè ïîñòðîèòü äëÿ êàæäîãî k ⩾ 3 ïîêðàñêó ëèñòüåâ k-ýòàæíîãî äåðåâà, äëÿ
êîòîðîé ó äåðåâà áóäåò ðîâíî 22

k−3
àâòîìîðôèçìîâ. Çäåñü åñòü îäíà õèòðîñòü: êàê ýòî èíîãäà áûâàåò,

÷òîáû óòâåðæäåíèå õîðîøî äîêàçûâàëîñü ïî èíäóêöèè åãî íàäî óñèëèòü.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïðè ëþáîì k ⩾ 3 íàéäóòñÿ òðè ïîêðàñêè M1,M2,M3 ëèñòüåâ k-ýòàæíîãî

äåðåâà, òàêèõ ÷òî äåðåâüÿ ñ ýòèìè ïîêðàñêàìè ïîïàðíî íå èçîìîðôíû, è êàæäîå èìååò ðîâíî 22
k−3

àâòîìîðôèçìîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áàçà äëÿ k = 3. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî B1 ñîåäèíåíà ñ C1, C2, ñîîòâåòñòâåííî B2

� ñ C3, C4. Ïîêðàñêè C1, C2, C3 � ãîëóáûå, C4 � çîëîòàÿ; C1, C2, C3 � çîëîòûå, C4 � ãîëóáàÿ; íàêîíåö
C1, C3 � ãîëóáûå, C2, C4 � çîëîòûå. Î÷åâèäíî, ÷òî äåðåâüÿ ïîïàðíî íåèçîìîðôíû, è àâòîìîðôèçìîâ
ðîâíî 2.

Ïåðåõîä èíäóêöèè. Ïóñòü òðè ïîêðàñêè M1,M2,M3 äëÿ k-ýòàæíîãî äåðåâà ïîñòðîåíû. Ðàññìîò-
ðèì ñëåäóþùèå ïîêðàñêè ëèñòüåâ k + 1-ýòàæíîãî:

� ëèñòüÿ, äîñòóïíûå èç B1 ïîêðàñèì ñ ïîìîùüþ M1, äîñòóïíûå èç B2 � ñ ïîìîùüþ M2;

� ëèñòüÿ, äîñòóïíûå èç B1 ïîêðàñèì ñ ïîìîùüþ M2, äîñòóïíûå èç B2 � ñ ïîìîùüþ M3;

� ëèñòüÿ, äîñòóïíûå èç B1 ïîêðàñèì ñ ïîìîùüþ M1, äîñòóïíûå èç B2 � ñ ïîìîùüþ M3.

Î÷åâèäíà êàê ïîïàðíàÿ íåèçîìîðôíîñòü, òàê è íóæíîå êîëè÷åñòâî àâòîìîðôèçìîâ.
Êîììåíòàðèé ê ïîñòðîåíèþ ïðèìåðà â äóõå âòîðîãî äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè. Çàìåòèì, ÷òî ôàê-

òè÷åñêè ìû ðåøàëè ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: ïîñòðîèòü òàêóþ ðàñêðàñêó âèñÿ÷èõ âåðøèí n− 2-ýòàæíîãî
äåðåâà â òðè öâåòà, ÷òîáû òîëüêî òîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì ñîõðàíÿë ïîêðàñêó. Â ñàìîì äåëå:
åñòü òðè âçàèìíî-íåèçîìîðôíûõ ïîêðàñêè 3-ýòàæíîãî äåðåâà â äâà öâåòà, òàêèõ ÷òî ïîêðàñêà èìååò
ëèøü äâà àâòîìîðôèçìà. Òîãäà ìû õîòèì, ÷òîáû â ïîêðàñêå n-ýòàæíîãî äåðåâà ïîêðàñêà êàæäîãî
3-ýòàæíîãî ïîääåðåâà, äîñòóïíîãî èç êàêîé-òî âåðøèíû n − 2-ãî óðîâíÿ, áûëà îäíîé èç ýòèõ òðåõ
ïîêðàñîê. Òèï ýòîé ïîêðàñêè ïðèïèøåì ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå n − 2-ãî óðîâíÿ � ïîëó÷èëè ïî-
êðàñêó âåðøèí n− 2-ýòàæíîãî äåðåâà â 3 öâåòà. Ìû âñåãî ëèøü õîòèì îò ýòîé ïîêðàñêè, ÷òîáû îíà
íå èìåëà àâòîìîðôèçìîâ êðîìå òîæäåñòâåííîãî.

Ñõåìà îöåíêè.

1. Îòâåò: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 áàëë

2. Ëåììà 1: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0 áàëëîâ
(çà îòñóòñòâèå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1 áàëëû íå ñíèìàþòñÿ)

3. Ïðèìåð è îöåíêà: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ïî 3 áàëëà
(íè òî, íè äðóãîå íå ñóììèðóåòñÿ ñ (1))



�3. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD ñ îñòðûì óãëîì A íà îòðåçêå AD îòìå÷åíà òî÷êà N , à íà îòðåçêå
CN � òî÷êà M òàê, ÷òî AB = BM = CM . Òî÷êà K ñèììåòðè÷íà òî÷êå N îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
MD. ÏðÿìàÿMK ïåðåñåêàåò îòðåçîê AD â òî÷êå L. Ïóñòü P � îáùàÿ òî÷êà îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé
òðåóãîëüíèêîâ AMD è CNK, ïðè÷åì òî÷êè A è P ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîéMK. Äîêàæèòå,
÷òî ∠CPM = ∠DPL.

Ðåøåíèå. Òàê êàê CM = AB = CD, òðåóãîëüíèê CMD ðàâíîáåäðåííûé. Ïîýòîìó ∠CDM +
+ ∠DMK = ∠CMD + ∠DMN = 180◦, òî åñòü MK ∥ CD.

Ïóñòü òî÷êà E ñèììåòðè÷íà òî÷êå C îòíîñèòåëüíî ïðÿìîéMD. Òîãäà ÷åòûðåõóãîëüíèêè DCME
è ABME �ðîìáû ñ ðàâíûìè ñòîðîíàìè, òàê êàê ME ∥ CD ∥ AB è ME = MC = CD = AB = BM .
Ïîñêîëüêó MK ∥ CD, ïîëó÷àåì, ÷òî E ëåæèò íà ïðÿìîé KL. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî AE = DE, èìååì
∠DKE = ∠DKM = ∠DNM = ∠NDE = ∠NAE. Ïîýòîìó ÷åòûðåõóãîëüíèê AEDK âïèñàí â
íåêîòîðóþ îêðóæíîñòü ω1.
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ω1

ω2

ω3

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω2 è ω3 îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ AMD è CNK ñîîòâåòñòâåííî
(ïîñêîëüêó AE = DE = ME, òî÷êà E ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ω2). Èç ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî MD
ïîëó÷àåì. ÷òî CKNE �ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ, ïîýòîìó òî÷êà E ëåæèò íà ω3. Ïóñòü ω2 è ω3 âî
âòîðîé ðàç ïåðåñåêëèñü â òî÷êå Q. Òî÷êà L = AD ∩ KE �ðàäèêàëüíûé öåíòð îêðóæíîñòåé ω1, ω2 è
ω3, ïîýòîìó L ëåæèò íà ïðÿìîé PQ.

Ïóñòü ëó÷ EC ïåðåñåêàåò ω2 â òî÷êå I. Òîãäà äóãè IM è ID â îêðóæíîñòè ω2 ðàâíû, òî åñòü I
ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà DPM . Íî I òàêæå ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà CPQ, òàê êàê ∠QPI =
= ∠QEI/2 = ∠QEC/2 = ∠QPC/2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìûå PM è PD ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî
áèññåêòðèñû óãëà QPC, îòêóäà è ñëåäóåò ∠CPM = ∠DPL.

Çàìå÷àíèå 1. Â òðåóãîëüíèêå CPQ òî÷êè M è D èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû, à òî÷êà I ÿâëÿåòñÿ
öåíòðîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Çàìå÷àíèå 2. Òî÷êà M ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà AKD.

Ñõåìà îöåíêè.

Íåäîâåäåííîå ñ÷åòíîå ðåøåíèå (â êîîðäèíàòàõ, â êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ, â âåêòîðàõ, òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîå, è ò.ä.): . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0 áàëëîâ

×àñòè÷íûå áàëëû.

Ïðèâåä¼ííûå íèæå áàëëû ìîãóò ñêëàäûâàòüñÿ äðóã ñ äðóãîì.

×åðåç Q îáîçíà÷àåòñÿ âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé (AMD) è (CNK).

1. Äîêàçàíî, ÷òî MK ∥ CD: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1 áàëë

2. Äîêàçàíî, ÷òî AEDK � âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 áàëëà

3. Äîêàçàíî, ÷òî L ëåæèò íà ïðÿìîé PQ: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 áàëë

4. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è âûâåäåíî èç òîãî ôàêòà, ÷òî L ëåæèò íà PQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 áàëëà


