
XV Ìåæäóíàðîäíàÿ Æàóòûêîâñêàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå

Ðåøåíèÿ çàäà÷ âòîðîãî äíÿ

�4. Äàí ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC, AC = BC. Íà ñòîðîíå AC âûáðàíà òî÷êà D. Îêðóæ-
íîñòü S1 ñ ðàäèóñîì R è öåíòðîì O1 êàñàåòñÿ îòðåçêà AD è ïðîäîëæåíèé BA è BD çà òî÷êè A è D
ñîîòâåòñòâåííî. Îêðóæíîñòü S2 ñ ðàäèóñîì 2R è öåíòðîì O2 êàñàåòñÿ îòðåçêà DC è ïðîäîëæåíèé
BD è BC çà òî÷êè D è C ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü êàñàòåëüíàÿ ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
BO1O2 â òî÷êå O2 ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ BA â òî÷êå F . Äîêàæèòå, ÷òî O1F = O1O2.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ â òðåóãîëüíèêå ABC ìû èìååì ∠A = ∠B. Î÷åâèäíî, ÷òî ∠O1BO2 =
= ∠B/2. Ïóñòü ` � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç O2 ïàðàëëåëüíî AC. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ` êàñàåòñÿ
S1 (ñêàæåì, â òî÷êå N). Ïóñòü òàêæå K � òî÷êà êàñàíèÿ S1 è BA. Òîãäà ïðè ïîâîðîòå ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå âîêðóã òî÷êè O1 íà óãîë NO1K ïðÿìàÿ ` ïåðåéäåò â ïðÿìóþ BA, à òî÷êà O2 � â íåêîòîðóþ
òî÷êó O ∈ BA. Ïîýòîìó O1O = O1O2 è ∠OO1O2 = ∠NO1K = 180◦−∠A = 180◦−∠B, ñëåäîâàòåëüíî,
∠O1O2O = ∠B/2 = ∠O1BO2. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ O2O � êàñàòåëüíàÿ ê îïèñàííîé
îêðóæíîñòè 4BO1O2. Ñëåäîâàòåëüíî, F = O è O1F = O1O2 ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ðèñ. 2

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü ω1 è ω2 êàñàþòñÿ îòðåçêà AC â òî÷êàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî, à O1O2

ïåðåñåêàåò AC â òî÷êå Z. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî O1X � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà
O2Y Z. Ïîýòîìó O1O2 = O1Z. Ïóñòü T � òî÷êà êàñàíèÿ ω1 è ïðÿìîé AB. Îòìåòèì íà ëó÷å AT
òî÷êó F1 òàêóþ, ÷òî O1F1 = O1O2. Òîãäà ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè O1XZ è O1TF1 ðàâíû ïî
ãèïîòåíóçå è êàòåòó. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠XZO1 = ∠TF1O1, èëè ∠AZO1 = ∠AF1O1. Çíà÷èò, AZF1O1 �
âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê. Î÷åâèäíî, ÷òî ∠O1BO2 = ∠ABC/2. Ïîýòîìó ∠O1O2F1 = ∠ZO1F1/2 =
= ∠ZAF1/2 = ∠BAC/2 = ∠ABC/2 = ∠O1BO2, òî åñòü îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà O1O2B
êàñàåòñÿ ïðÿìîé O2F1. Çíà÷èò, òî÷êè F1 è F ñîâïàäàþò, à îòðåçêè O1O2 è O1F1 ðàâíû ïî ïîñòðîåíèþ
F1.



�5. Ïóñòü n > 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äàíà ôóíêöèÿ f : I → Z, ãäå I � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ
÷èñåë, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n. (Z � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë). Íàòóðàëüíîå ÷èñëî k íàçûâàåòñÿ
ïåðèîäîì ôóíêöèè f åñëè f(a) = f(b) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ I òàêèõ, ÷òî a ≡ b (mod k). Èçâåñòíî,
÷òî n ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ôóíêöèè f. Äîêàæèòå, ÷òî ìèíèìàëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè f äåëèò âñå åå
ïåðèîäû.
Ïðèìåð. Êîãäà n = 6, ôóíêöèÿ f ñ ïåðèîäîì 6 ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè f(1)
è f(5). Åñëè f(1) = f(5), òî ôóíêöèÿ èìååò ìèíèìàëüíûé ïåðèîä Pmin = 1, à åñëè f(1) 6= f(5), òî
Pmin = 3.



�6. Ñ ìíîãî÷ëåíîì òðåòüåé ñòåïåíè ðàçðåøàåòñÿ íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç ïðîäåëûâàòü ñëåäóþùèå
äâå îïåðàöèè:

(i) ïåðåñòàâëÿòü åãî êîýôôèöèåíòû, âêëþ÷àÿ íóëåâûå, â îáðàòíîì ïîðÿäêå (òàê, èç ìíîãî÷ëåíà
x3 − 2x2 − 3 ìîæíî ïîëó÷èòü ìíîãî÷ëåí −3x3 − 2x+ 1);

(ii) çàìåíÿòü ìíîãî÷ëåí P (x) íà ìíîãî÷ëåí P (x+ 1).
Ìîæíî ëè ïîëó÷èòü èç ìíîãî÷ëåíà x3 − 2 ìíîãî÷ëåí x3 − 3x2 + 3x− 3?
Îòâåò: íåò.
Ðåøåíèå I. Èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí x3 − 2 èìååò åäèíñòâåííûé âåùåñòâåííûé êîðåíü. Î÷åâèäíî,

ðàçðåø¼ííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþò ýòî ñâîéñòâî ìíîãî÷ëåíà. Åñëè α � åäèíñòâåííûé âåùå-
ñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà P (x), òî ïåðâàÿ îïåðàöèÿ äà¼ò ìíîãî÷ëåí ñ êîðíåì 1

α
, à âòîðàÿ � ñ

êîðíåì α− 1. Ïîñêîëüêó êîðåíü èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà 3
√

2, à êîðåíü èòîãîâîãî ðàâåí 1 + 3
√

2, âîïðîñ
çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê òîìó, ìîæíî ëè ïîëó÷èòü èç ïåðâîãî ÷èñëà âòîðîå îïåðàöèÿìè x 7→ 1

x
è x 7→ x− 1.

Äîáàâèì åù¼ îäíó îïåðàöèþ x 7→ x − 1 (òàê, ÷òîáû ÷èñëî 3
√

2 ïåðåõîäèëî â ñåáÿ) è îáðàòèì âñå
îïåðàöèè. Òîãäà îêàæåòñÿ, ÷òî ÷èñëî 3

√
2 ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïîñëå íåñêîëüêèõ îïåðàöèé âèäà x 7→ 1

x

è x 7→ x + 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîìïîçèöèÿ ëþáîãî êîëè÷åñòâà òàêèõ îïåðàöèé � äðîáíî-ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ x 7→ ax+b

cx+d
, ãäå a, b, c è d � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà è ad − bc = 1. Êàæäàÿ îïåðàöèÿ

x 7→ x+ 1 óâåëè÷èâàåò ñóììó a+ b+ c+ d, è, ïîñêîëüêó ýòà îïåðàöèÿ áûëà ïðèìåíåíà õîòÿ áû îäèí
ðàç (â íà÷àëå), êîìïîçèöèÿ âñåõ ïðèìåíåííûõ îïåðàöèé íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâà-
íèåì. Òàêèì îáðàçîì, 3

√
2 ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè êàêîì-òî ïðåîáðàçîâàíèè òàêîãî âèäà. Ýòî, îäíàêî,

îçíà÷àåò, ÷òî 3
√

2 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà x(cx + d) − ax − b ñòåïåíè íå âûøå 2 ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ðåøåíèå II. Ó èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà åñòü îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü è äâà ñîïðÿæåííûõ êîì-
ïëåêñíûõ. Êàê ìû âèäåëè â ïåðâîì ðåøåíèè, ïðè îïèñàííûõ îïåðàöèÿõ ýòè êîðíè ïîäâåðãàþòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿì âèäà x 7→ 1

x
è x 7→ x − 1. Çàìåòèì, ÷òî îáà ìíèìûõ êîðíÿ èñõîäíîãî ìíîãî÷ëå-

íà èìåþò îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ
ïðè ðàçðåø¼ííûõ îïåðàöèÿõ. Îäíàêî âåùåñòâåííûå ÷àñòè êîðíåé ìíîãî÷ëåíà, êîòîðûé òðåáóåòñÿ
ïîëó÷èòü, ïîëîæèòåëüíû � ïðîòèâîðå÷èå.

Ðåøåíèå III. Ñîïîñòàâèì ìíîãî÷ëåíó P (x) = ax3+bx2+cx+d âåëè÷èíó ∆(P ) = 3ad−bc. Ïåðâàÿ
îïåðàöèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ P (x) â dx3 +cx2 +bx+a, ýòó âåëè÷èíó íå ìåíÿåò. Âòîðàÿ îïåðàöèÿ ïåðåâîäèò
P (x) â ìíîãî÷ëåí Q(x) = ax3 + (b+ 3a)x2 + (c+ 3a+ 2b)x+ (d+ a+ b+ c), äëÿ êîòîðîãî ∆(Q) = 3(d+
+ a+ b+ c)a− (b+ 3a)(c+ 3a+ 2b) = ∆(P )− (2b2 + 6ab+ 6a2) < ∆(P ). Òàêèì îáðàçîì, ðàçðåø¼ííûå
îïåðàöèè íå ìîãóò óâåëè÷èâàòü ∆. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà ýòà âåëè÷èíà ðàâíà
−6, à ó èòîãîâîãî 0.


