X International Zhautykov Olympiad in Mathematics

Almaty, 2014
14 January, 2014, 9.00–13.30

First day

(Each problem is worth 7 points)

1. Points M, N, K lie on the sides BC, CA, AB of a triangle ABC, respectively and are different from its vertices. The triangle MNK is called beautiful if (BAC=(KMN and (ABC=(KNM. If in the triangle ABC there are two beautiful triangles with a common vertex, prove that the triangle ABC is right-angled. 

2. Does there exist a function 
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 satisfying the following conditions: 
(i) for each real 
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 there is a real 
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 such that 
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(ii) 
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 for all real 
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3. Given are 100 different positive integers. We call a pair of numbers good if the ratio of these numbers is either 2 or 3. What is the maximum number of good pairs that these 100 numbers can form? (A number can be used in several pairs.)
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(Каждая задача оценивается в 7 баллов) 

1. На сторонах BC, CA и AB треугольника ABC лежат точки M, N, K соответственно, не совпадающие с вершинами. Треугольник MNK назовём красивым, если (BAC=(KMN и (ABC=(KNM. Докажите, что если в треугольнике ABC существуют два красивых треугольника с общей вершиной, то треугольник ABC – прямоугольный. 

2. Существует ли функция 
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, удовлетворяющая следующим условиям: 

(i) для каждого вещественного 
[image: image8.wmf]y

 существует вещественное 
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 такое, что
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(ii) 
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 при всех вещественных 
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3. Даны сто различных натуральных чисел. Назовем пару чисел хорошей, если числа в ней отличаются в 2 или в 3 раза. Какое наибольшее число хороших пар могут образовывать эти сто чисел? (Одно и то же число может входить в несколько пар.) 
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