
Ðåøåíèÿ çàäà÷ 1 òóðà ÌÆÎ 2018

1. Ïóñòü α, β è γ � óãëû òðåóãîëüíèêà, ïðîòèâîëåæàùèå ñòîðîíàì a, b è c ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

2
(
cos2 α+ cos2 β + cos2 γ

)
≥ a2

b2+c2 + b2

a2+c2 + c2

a2+b2 .

Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà sin2 α
sin2 β+sin2 γ

+ sin2 β
sin2 α+sin2 γ

+ sin2 γ
sin2 α+sin2 β

.
Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

sin2 α = sin2(β + γ) = (sinβ cos γ + sin γ cosβ)2 ≤ (sin2 β + sin2 γ)(cos2 γ + cos2 β),

ñëåäîâàòåëüíî, cos2 β + cos2 γ ≥ sin2 α
sin2 β+sin2 γ

.

Ïðèáàâëÿÿ äâà àíàëîãè÷íûõ íåðàâåíñòâà äëÿ cos2 γ + cos2 α è cos2 α+ cos2 β, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

2. Íà ñòîðîíàõ AB, BC è CA òðåóãîëüíèêà ABC ñîîòâåòñòâåííî âçÿòû òî÷êè N , K è L òàê, ÷òî AL = BK è
CN � áèññåêòðèñà óãëà C. Îòðåçêè AK è BL ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Îáîçíà÷èì ÷åðåç I è J öåíòðû âïèñàííûõ
îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ APL è BPK ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü Q � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ CN è IJ . Äîêàæèòå,
÷òî IP = JQ.

Ðåøåíèå. Åñëè CA = CB, òî çàäà÷à î÷åâèäíà. Åñëè CA 6= CB, òî áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæåì ïðåäïîëîæèòü,
÷òî CN ïåðåñåêàåò îòðåçîê PK.
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Ðèñ. 1: êàðòèíêà

Ïóñòü îïèñàííûå îêðóæíîñòè ω1 è ω2, ñîîòâåòñòâåííî òðåóãîëüíèêîâ
APL è BPK, âî âòîðîé ðàç ïåðåñåêëèñü â òî÷êå T . Òîãäà

∠LAT = ∠TPB = ∠TKB. (1)

è ∠ALT = ∠APT = ∠TBK, òî åñòü 4ALT = 4KBT , îòêóäà

AT = TK. (2)

Èç (1) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ACKT âïèñàííûé, à èç (2),
÷òî ∠ACT = ∠TCK, òî åñòü T ëåæèò íà áèññåêòðèñå CN .

Ïóñòü IJ ïåðåñåêàåò ω1 è ω2 â òî÷êàõ I1 è J1 ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê
ðàäèóñû îêðóæíîñòåé ω1 è ω2 ðàâíû è AL = BK, ðàâíû è òðåóãîëüíè-
êè ALI1 è BKJ1. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé Ìàíñèîíà: ñåðåäèíà äóãè XY
îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà XY Z, íàõîäèòñÿ íà ðàâíûõ
ðàññòîÿíèÿõ îò êîíöîâ ýòîé äóãè è öåíòðà âïèñàííîé îêðóæíîñòè ýòî-
ãî òðåóãîëüíèêà. Ïî ýòîé ëåììå I1I = I1L = J1K = J1J . Êðîìå òîãî,
∠PI1T = ∠PAT = ∠PKT = ∠PJ1T , ñëåäîâàòåëüíî, I1T = J1T . Òàêèì îáðàçîì, T ëåæèò è íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäè-
êóëÿðå ê îòðåçêó I1J1, è íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó IJ .

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî T ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó PQ. Ïóñòü R = AK ∩ CT . Òîãäà
∠ART = ∠RAC + ∠ACR = ∠RAC + ∠AKT = ∠RAC + ∠KAT = ∠LAT = ∠BPT . Òàê êàê PQ äåëèò óãîë RPB
ïîïîëàì, ∠PQT = ∠PRT+∠RPQ = ∠PBT+∠BPJ = ∠TPQ, ñëåäîâàòåëüíî, T ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå
îòðåçêà PQ. Ïîýòîìó IP = JQ.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð (m,n) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî ÷èñëî (m!)n + (n!)m + 1
äåëèòñÿ íà m+ n.

Ðåøåíèå. Áóäåì èñêàòü èñêîìóþ ïàðó òàê, ÷òîáû ÷èñëî m + n = p áûëî ïðîñòûì è ÷èñëî n ÷åòíûì. Èñïîëüçóÿ
òåîðåìó Âèëüñîíà, ïîëó÷àåì, ÷òî

m! = (p− n)! = (p− 1)!

(p− n+ 1) . . . (p− 2)(p− 1)
≡ −1
−(n− 1) . . . (−2)(−1)

≡ 1

(n− 1)!
≡ n

n!
(mod p).

Ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà (n!)p ≡ n! (mod p), ñëåäîâàòåëüíî,

(m!)n + (n!)m + 1 ≡
( n
n!

)n
+ (n!)p−n + 1 ≡ nn + n! + (n!)n

(n!)n
(mod p);

òî åñòü äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ÷åòíûõ n ÷èñëî nn+n! + (n!)n èìååò ïðîñòîé äåëèòåëü
p > n.

Äîêàæåì, ÷òî ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò, íàïðèìåð, âñå ÷èñëà âèäà n = 2q, ãäå q > 2 � ïðîñòîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì
A = (2q)2q + (2q)! + ((2q)!)2q. Äëÿ ïðîñòîãî p è íàòóðàëüíîãî k îáîçíà÷èì ÷åðåç vp(k) íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî ` òàêîå,
÷òî k äåëèòñÿ íà p`.

Åñëè r < 2q � ïðîñòîå ÷èñëî è r /∈ {2, q}, òî A ≡ (2q)2q 6≡ 0 (mod r). Ïðîñòîå ÷èñëî q âõîäèò â (2q)! â ñòåïåíè 2, à â
(2q)2q è ((2q)!)2q � â ñòåïåíÿõ 2q è 4q ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó vq(A) = 2.

Äàëåå, v2((2q)!) =
[
2q
2

]
+
[
2q
4

]
+
[
2q
8

]
+ · · · < 2q

2 + 2q
4 + 2q

8 + · · · = 2q, ñëåäîâàòåëüíî, v2((2q)!) < v2((2q)
2q) è, êîíå÷íî,

v2((2q)!) < v2((2q)!
2q), ïîýòîìó v2(A) ≤ 2q − 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, A > (2q)2q > 22q−1q2, ïîýòîìó ó A åñòü ïðîñòîé

äåëèòåëü p > 2q, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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