
XVI Ìåæäóíàðîäíàÿ Æàóòûêîâñêàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ 2 òóðà

�4. Â íåðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, à CN � áèññåêòðèñà.

Ïðÿìàÿ CN âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êå M . Ïðÿìàÿ ` ïàðàë-
ëåëüíà ïðÿìîé AB è êàñàåòñÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Òî÷êà R íà ïðÿìîé ` òàêîâà, ÷òî
CI ⊥ IR. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêàMNR âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ IR â òî÷êå S. Äîêàæèòå,
÷òî AS = BS.
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Ðåøåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî îðèåíòèðîâàííûì óãëîì ìåæäó ïðÿìûìè

n è m íàçûâàåòñÿ òàêîé óãîë, íà êîòîðûé íóæíî ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè ïîâåðíóòü ïðÿìóþ n, ÷òîáû îíà ñòàëà ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé

m. Îáîçíà÷àåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé óãîë ÷åðåç ∠(n,m).
Ïðîâåäåì èç òî÷êè N êàñàòåëüíóþ ïðÿìóþ d, îòëè÷íóþ îò AB,

êî âïèñàííîé îêðóæíîñòè 4ABC. Òîãäà ∠(`, CI) = ∠(NB,NI) =
= ∠(NI, d). Òàê êàê CI ⊥ IR, òî â ñèëó ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî

ïðÿìîé IR, ïðÿìàÿ d ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó R.
Ïóñòü ïðÿìûå MS è ` ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå T . Òîãäà

∠(MN,MS) = ∠(RN,RS) = ∠(RS,RT ), òî åñòü òî÷êè R, T , I, M
ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Ïîýòîìó èç ∠(RI,MI) = 90◦, ñëåäóåò
∠(RT,MT ) = 90◦. Çíà÷èò, MS ⊥ AB. Íî, òàê êàê M ëåæèò íà ñå-

ðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå îòðåçêà AB, òî è S òàêæå ëåæèò íà íåì.

Ñëåäîâàòåëüíî AS = BS.

�5. Ïóñòü Z � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè

f : Z→ Z, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ f(4x+3y) = f(3x+y)+f(x+2y)
ïðè âñåõ öåëûõ x è y.

Îòâåò: f(x) = ax
5 ïðè x, êðàòíîì 5, è f(x) = bx ïðè x, íå êðàòíîì 5, ãäå a è b � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà.

Ðåøåíèå. Ïîäñòàâëÿÿ x = 0 â èñõîäíîå óðàâíåíèå

f(4x+ 3y) = f(3x+ y) + f(x+ 2y) (1),

ïîëó÷àåì

f(3y) = f(y) + f(2y). (2)

Äàëåå, ïðè y = −2x (1) ïðèíèìàåò âèä f(−2x) = f(x) + f(−3x) = f(x) + f(−x) + f(−2x) (â ñèëó (2)). Òàêèì
îáðàçîì,

f(−x) = −f(x). (3)

Òåïåðü ïîëîæèì x = 2z − v, y = 3v − z â (1). Ïîëó÷èì

f(5z + 5v) = f(5z) + f(5v) (4)

ïðè âñåõ z, v ∈ Z. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî f(5t) = tf(5) ïðè t ∈ Z, èëè f(x) = ax
5 ïðè âñåõ x, êðàòíûõ 5,

ãäå f(5) = a.
Äîêàæåì, ÷òî

f(x) = bx, (5)

ãäå b = f(1), ïðè âñåõ x, íå êðàòíûõ 5. Â ñèëó (3) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòî äëÿ x > 0. Ìû ïðèìåíèì èíäóêöèþ

ïî k, ãäå x = 5k + r, k ∈ Z, 0 < r < 5. Äëÿ x = 1 (5) î÷åâèäíî. Ïîäñòàâëÿÿ â óñëîâèå x = 1, y = −1, íàõîäèì
f(1) = f(2) + f(−1), îòêóäà f(2) = f(1) − f(−1) = 2f(1) = 2b. Äàëåå, f(3) = f(1) + f(2) = 3b â ñèëó (2).

Íàêîíåö, ïðè x = 1, y = 0 óðàâíåíèå (1) äà¼ò f(4) = f(3) + f(1) = 3b+ b = 4b. Áàçà èíäóêöèè ïðîâåðåíà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (5) âåðíî ïðè x < 5k. Èìååì f(5k + 1) = f(4(2k − 2) + 3(3− k)) = f(3(2k − 2) + (3−
− k)) + f((2k − 2) + 2(3 − k)) = f(5k − 3) + f(4) = (5k − 3)b + 4b = (5k + 1)b; f(5k + 2) = f(4(2k − 1) +
+ 3(2 − k)) = f(3(2k − 1) + (2 − k)) + f((2k − 1) + 2(2 − k)) = f(5k − 1) + f(3) = (5k − 1)b + 3b = (5k + 2)b;
f(5k+3) = f(4 ·2k+3(1−k)) = f(3 ·2k+(1−k))+f(2k+2(1−k)) = f(5k+1)+f(2) = (5k+1)b+2b = (5k+3)b;
f(5k + 4) = f(4(2k + 1) + 3(−k)) = f(3(2k + 1) + (−k)) + f((2k + 1) + 2(−k)) = f(5k + 3) + f(1) = (5k + 3)b+
+ b = (5k + 4)b. Òàêèì îáðàçîì, (5) äîêàçàíî.



Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = ax
5 ïðè x, êðàòíûõ 5, f(x) = bx ïðè x, íå êðàòíûõ 5, óäîâëå-

òâîðÿåò òîæäåñòâó (1). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ëèáî âñå ÷èñëà 4x+ 3y, 3x+ y, x+ 2y êðàòíû 5,

ëèáî íè îäíî èç íèõ íå êðàòíî 5 (ïîñêîëüêó 3x+ y = 5(x+ y)− 2(x+ 2y) = 2(4x+ 3y)− 5(x+ y)).

�6. Íà äîñêå n× n (n > 2) íåêîòîðûå êëåòêè ÷¼ðíûå, à îñòàëüíûå áåëûå. Â êàæäîé áåëîé êëåòêå çàïèñàíî

êîëè÷åñòâî ÷¼ðíûõ êëåòîê, èìåþùèõ ñ íåé õîòÿ áû îäíó îáùóþ âåðøèíó. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå

çíà÷åíèå ñóììû âñåõ çàïèñàííûõ ÷èñåë.

Îòâåò: 3n2 − 5n+ 2.
Ðåøåíèå. Òàêàÿ ñóììà ïîëó÷àåòñÿ, åñëè çàêðàñèòü â ÷¼ðíûé öâåò âñå ñòðîêè ñ ÷¼òíûìè íîìåðàìè.

Äîêàæåì, ÷òî îíà ìàêñèìàëüíà.

Î÷åâèäíî, ÷òî óêàçàííàÿ â óñëîâèè ñóììà ðàâíà êîëè÷åñòâó ïàð êëåòîê ñ îáùåé âåðøèíîé, â êîòîðûõ

îäíà êëåòêà ÷åðíàÿ, à äðóãàÿ áåëàÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïàðû òàêèõ êëåòîê áûâàþò äâóõ òèïîâ: ãðàíè÷àùèå ïî

ñòîðîíå è íå ãðàíè÷àùèå. Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ïàð îáîèõ òèïîâ äðóãèì ñïîñîáîì.

Íàïèøåì âî âñåõ óçëàõ äîñêè íóëè, à çàòåì äëÿ êàæäîé ïàðû âòîðîãî òèïà ïðèáàâèì 1 ê ÷èñëó â óçëå,

ïî êîòîðîìó ãðàíè÷àò êëåòêè ýòîé ïàðû (òàêîé óçåë ðîâíî îäèí). Äëÿ êàæäîé ïàðû ïåðâîãî òèïà ïðèáàâèì

ïî 1
2 â êàæäûé èç äâóõ óçëîâ, ïî êîòîðûì ãðàíè÷àò êëåòêè ýòîé ïàðû. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé ïàðû

ìû ïðèáàâèëè 1 ê ñóììå âñåõ ÷èñåë â óçëàõ, çíà÷èò, ïîñëå âñåõ îïåðàöèé ñóììà ÷èñåë â óçëàõ ðàâíà ÷èñëó

èñêîìûõ ïàð êëåòîê.

Ðàçáåðåìñÿ, êàêèå ÷èñëà ìîãóò ñòîÿòü â óçëàõ. Íåñëîæíûé ïåðåáîð ïîêàçûâàåò, ÷òî:

(i) âî âíóòðåííåì óçëå äîñêè ñòîèò ÷èñëî 3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òàì ñõîäÿòñÿ äâå ñîñåäíèå ïî

ñòîðîíå ÷åðíûå êëåòêè è äâå ñîñåäíèå áåëûå;

(ii) âî âñåõ îñòàëüíûõ âíóòðåííèõ óçëàõ ÷èñëà íå áîëüøå 2;

(iii) â ãðàíè÷íîì óçëå ñòîèò 1
2 , åñëè ñîäåðæàùèå åãî êëåòêè ðàçíîãî öâåòà, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

(iv) â óãëó âñåãäà ñòîèò 0.

Çàìå÷àíèå: çäåñü óæå äîêàçàíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñóììà íå ïðåâîñõîäèò 3 × (n − 1)2 + 1
2(4n − 4) =

= 3n2 − 4n+ 1. Äàæå åñëè âàì íå óäàëîñü äîêàçàòü íè÷åãî áîëüøå � òàêèå îöåíêè ñòîèò ïèñàòü. Îáîçíà÷èì

S = 3n2 − 4n+ 1.
Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëà âî âñåõ óçëàõ íå ìîãóò áûòü ìàêñèìàëüíûìè îäíîâðåìåííî. Òî÷íåå, äîêàæåì ñëå-

äóþùåå.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî â óçëå ìàêñèìàëüíî, åñëè óçåë âíóòðåííèé è ÷èñëî ðàâíî 3, ëèáî óçåë ãðàíè÷íûé

è ÷èñëî ðàâíî 1
2 .

Îïðåäåëåíèå. Ïóòü � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óçëîâ, â êîòîðîé ëþáûå äâà ñòîÿùèõ ïîäðÿä óçëà îòñòîÿò

äðóã îò äðóãà íà ñòîðîíó êëåòêè.

Ëåììà. Ïðè ëþáîé ïîêðàñêå äîñêè íà ëþáîì ïóòè èç óçëà íà ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíå äîñêè â óçåë íà

âåðòèêàëüíîé ñòîðîíå äîñêè, íå ïðîõîäÿùåì ÷åðåç óãëîâûå êëåòêè, åñòü ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ ìàêñèìàëü-

íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà, åñëè âûáðàòü öâåò îäíîé èç êëåòîê, ñîäåðæàùåé óçåë

íà âåðòèêàëüíîé ñòîðîíå, ðàñêðàñêà îñòàëüíûõ êëåòîê, ïðèìûêàþùèõ ê ïóòè (êëåòêè ñîäåðæàùèå óçëû

ïóòè), îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî, íî â óçëå íà ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíå ñòîèò 0.

Äîêàæåì, ÷òî ñóììà ÷èñåë â ëþáîé ðàñêðàñêå íå ïðåâîñõîäèò ñóììû ìàêñèìàëüíûõ ÷èñåë, óìåíüøåí-

íîé íà ÷åòâåðòü ÷èñëà óçëîâ, ëåæàùèõ íà ñòîðîíàõ (íî íå â âåðøèíàõ äîñêè). Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå

êâàäðàòû ñ âåðøèíîé â ëåâîì íèæíåì óãëó äîñêè. Ïðàâàÿ è âåðõíÿÿ ñòîðîíû òàêîãî êâàäðàòà îáðàçóþò

ïóòü, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ëåììû. Òàêîé æå íàáîð ïóòåé ïîðîæäàþò êâàäðàòû ñ âåðøèíîé â ïðàâîì

âåðõíåì óãëó äîñêè. Êàæäûé óçåë íà ñòîðîíå ïîêðûò ðîâíî îäíèì èç ïîëó÷åííûõ 2n − 2 ïóòåé, à êàæäûé

âíóòðåííèé óçåë � äâóìÿ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîêðàñêó äîñêè. Â ñîîòâåòñòâóþùåì åé íàáîðå ÷èñåë â óçëàõ íà êàæäîì ïóòè

åñòü ÷èñëî, ìåíüøå ìàêñèìàëüíîãî (ïî Ëåììå). Åñëè ýòî ÷èñëî íà ñòîðîíå, îíî ìåíüøå ìàêñèìàëüíîãî íà 1
2

è íå âõîäèò áîëüøå íè â êàêîé ïóòü. Åñëè ýòî ÷èñëî âî âíóòðåííåì óçëå, îíî âõîäèò ìàêñèìóì â äâà ïóòè è

ìåíüøå ìàêñèìàëüíîãî õîòÿ áû íà 1. Òàêèì îáðàçîì, âêëàä êàæäîãî ïóòè â ñóììó ìåíüøå ìàêñèìàëüíîãî

õîòÿ áû íà 1
2 , ÷. è ò.ä.

Èíòåðåñíûé âîïðîñ: ïîçâîëÿþò ëè ïðèâåäåííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî ðàñêðàñîê ñ

íàèáîëüøåé ñóììîé?


