
XV Ìåæäóíàðîäíàÿ Æàóòûêîâñêàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå

Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïåðâîãî äíÿ

�1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå 100! ñïîñîáîâ ðàçáèòü ÷èñëî 100! íà ñóììó ñëàãà-
åìûõ èç ìíîæåñòâà {1!, 2!, 3!, . . . , 99!}. (Ðàçáèåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ ïîðÿäêîì ñëàãàåìûõ, ñ÷èòàþòñÿ
îäèíàêîâûìè; ëþáîå ñëàãàåìîå ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî ðàç. Íàïîìíèì, ÷òî n! = 1 · 2 · . . . · n.)
Ðåøåíèå. Äîêàæåì èíäóêöèåé, ÷òî äëÿ âñåõ n > 4 åñòü õîòÿ áû n! ñïîñîáîâ ðàçáèòü ÷èñëî n! íà
ñëàãàåìûå èç {1!, 2!, . . . , (n− 1)!}.

Äëÿ n = 4, åñëè èñïîëüçîâàòü òîëüêî ñëàãàåìûå 1!, 2! åñòü 13 ñïîñîáîâ ðàçáèòü 4!, òàê êàê 2!
ìîæíî èñïîëüçîâàòü îò 0 äî 12 ðàç. Åñëè 3! èñïîëüçóåòñÿ 1 ðàç, òî 4!− 3! = 18 ìîæíî ðàçáèòü ñ 1!, 2!
ñëàãàåìûìè 10 ñïîñîáàìè. Åùå õîòÿ áû îäíî ðàçáèåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü åñëè èñïîëüçîâàòü 3! äâà
ðàçà. Òîãäà ïîëó÷èì õîòÿ áû 24 íåîáõîäèìûõ ðàçáèåíèé.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ n è äîêàæåì åãî äëÿ n + 1. ×òîáû ðàçáèòü
(n + 1)!, ñëàãàåìîå n! ìîæíî èñïîëüçîâàòü i ðàç äëÿ 0 6 i 6 n. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, äëÿ êàæäîãî
òàêîãî i, îñòàâøååñÿ ÷èñëî (n+ 1)!− i · n! = (n+ 1− i) · n! ìîæíî ðàçáèòü íà ñëàãàåìûå {1!, . . . , (n−
− 1)!} ïî êðàéíåé ìåðå n! ñïîñîáàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ n!, ñëàãàåìîå
âñòðå÷àþùååñÿ ñêàæåì k ðàç, ïåðåïèøåì (n+ 1− i)k ðàç. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì ïî êðàéíåé ìåðå
(n+1) ·n! = (n+1)! ñïîñîáîâ ðàçáèòü ÷èñëî (n+1)! êàê è òðåáîâàëîñü. Èñõîäíàÿ çàäà÷à ñëåäóåò äëÿ
n = 100.

�2. Íàéäèòå íàèáîëüøåå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî C òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïîëî-
æèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , a2019 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
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Îòâåò: 1010.

Ðåøåíèå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî min(a1, a2, . . . , a2019) = a1. Çàìåòèì, ÷òî
åñëè a, b, c (b 6= c) � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, òî a
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, a
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Ïîëîæèì i0 = 2, à äëÿ êàæäîãî ` > 0 ïóñòü i`+1 = i`+1, åñëè ai`+1 > ai`+2, è i`+1 = i`+2 â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Íàéä¼ì íàòóðàëüíîå k, äëÿ êîòîðîãî ik < 2018 è ik+1 > 2018. Òîãäà
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= A. (1)

Çàìåòèì, ÷òî 1 6 i`+1 − i` 6 2, ñëåäîâàòåëüíî, ik+1 ∈ {2018, 2019}.
Òàê êàê

2018 6 ik+1 = i0 + (i1 − i0) + · · ·+ (ik+1 − ik) 6 2(k + 2), (2)

èìååì k > 1007. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:
(i) k = 1007. Çíà÷èò, â íåðàâåíñòâå (2) âåçäå âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà, â ÷àñòíîñòè, ik+1 = 2018.

Òîãäà èç (1) ïî íåðàâåíñòâó ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì äëÿ k + 3
÷èñåë ñëåäóåò, ÷òî A > k + 3 > 1010.

(ii) k > 1008. Åñëè ik+1 = 2018, òî, êàê è â ñëó÷àå (i), ïîëó÷èì, ÷òî A > k + 3 > 1011. Åñëè
ik+1 = 2019, òî èç (1) ïî íåðàâåíñòâó ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì
äëÿ k + 2 ÷èñåë (âñåõ ñëàãàåìûõ, êðîìå a2018

a2019
) ñëåäóåò, ÷òî A > k + 2 > 1010.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî S > T > A > 1010. Ïðè a1 = 1 + ε, a2 = ε, a3 = 1 + 2ε, a4 = 2ε, . . . , a2016 =
= 1008ε, a2017 = 1 + 1009ε, a2018 = ε2, a2019 = 1 âûõîäèò, ÷òî S = 1009 + 1008ε + 1008ε

1+1009ε−ε2 + 1+1009ε
1−ε2 .

Òîãäà lim
ε→0

S = 1010, òî åñòü êîíñòàíòó 1010 óâåëè÷èòü íåëüçÿ.

�3. Ïðîäîëæåíèå ìåäèàíû CM òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêîëî íåãî îêðóæíîñòü ω
â òî÷êå N . Íà ëó÷àõ CA è CB ñîîòâåòñòâåííî îòìå÷åíû òî÷êè P è Q òàê, ÷òî PM ‖ BN è QM ‖ AN .



Íà îòðåçêàõ PM è QM ñîîòâåòñòâåííî îòìå÷åíû òî÷êè X è Y òàê, ÷òî ïðÿìûå PY è QX êàñàþòñÿ
ω. Îòðåçêè PY è QX ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Z. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê MXZY îïèñàííûé.

Ðåøåíèå. Ëåììà. Â òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíàõ BC è AC îòìå÷åíû òî÷êè K è L ñîîòâåòñòâåí-
íî. Îòðåçêè AK è BL ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D. Òîãäà ÷åòûðåõóãîëüíèê CKDL îïèñàííûé òîãäà, è
òîëüêî òîãäà, êîãäà AC −BC = AD −BD.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü CKDL îïèñàííûé è âïèñàííàÿ â íåãî îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîí LC,
CK, KD, DL â òî÷êàõ X, Y, Z, T ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 1). Òîãäà

AC −BC = AX −BY = AZ −BT = AD −BD.
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Ðèñ. 2

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî AC − BC = AD − BD. È ïóñòü êàñàòåëüíàÿ êî âïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BLC, îòëè÷íàÿ îò AC, ïåðåñåêàåò îòðåçêè BL è BC â òî÷êàõ D1 è K1

ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè K = K1, òî ëåììà äîêàçàíà. Èíà÷å AD1 − BD1 = AC − BC = AD − BD èëè
AD1 −BD1 = AD −BD. Â ñëó÷àå, êîãäà D ëåæèò íà îòðåçêå BD1 (ñì. ðèñ. 2), èìååì:

AD1 −BD1 = AD −BD ⇒ AD1 − AD = BD1 −BD ⇒ AD1 − AD = DD1.

Íî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, òàê êàê AD1−AD < DD1. Ñëó÷àé,
êîãäà D ëåæèò âíå îòðåçêà BD1, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Âåðíåìñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Ïóñòü PY è QX êàñàþòñÿ ω â òî÷êàõ Y1 è X1 ñîîòâåòñòâåííî. Èç
âïèñàííîñòè ACBN è ïàðàëëåëüíîñòè PM ‖ BN ñëåäóåò, ÷òî ∠ACN = ∠ABN = ∠AMP , òî åñòü
îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü 4AMC êàñàåòñÿ ïðÿìîé PM . Ñëåäîâàòåëüíî, PM2 = PA · PC. Íî PA ·
· PC = PY 2

1 , ïîýòîìó PM = PY1. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî QM = QX1. Î÷åâèäíî, ÷òî
ZX1 = ZY1. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî èç ëåììû ñëåäóåò îïèñàííîñòü MXZY , òàê êàê

PM −QM = PY1 −QX1 = (PZ + ZY1)− (QZ + ZX1) = PZ −QZ ⇒ PM −QM = PZ −QZ.
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Ðèñ. 3

Çàìå÷àíèå. Â ýòîì ðåøåíèè íå èñïîëüçóåòñÿ òî, ÷òî M � ñåðåäèíà AB.


